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Consideremos un espacio de medida (Σ, µ). Una familia de conjuntos B en Σ
es una “base de bolas” si

• B es una base, 0 < µ(B) <∞ para cualquier B ∈ B.

• para cualquier par de puntos x, y ∈ Σ, existe algún B ∈ B tal que
x, y ∈ B.

• Para cualquier ε > 0 y E un medible, existe una sucesión {Bk} ⊂ B tal
que µ(E M

⋃
k Bk) < ε.

• Para todo B ∈ B, existe B∗ ∈ B tal que µ(B∗) ≤ Cµ(B)⋃
B′∈B:B′∩B 6=∅
µ(B′)≤2µ(B)

,

B′ ⊂ B∗ y A ⊂ B ⇒ A∗ ⊂ B∗

con C ≥ 1 universal.
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Ejemplos:

• En Rn, si B = {bolas} o {cubos} entonces B es base de bolas en (Rn, dx)
con dx la medida de Lebesgue.
En este caso µ(B∗) ⊂ κnµ(B) y B∗ = κB con κ = 1 + 21+ 1

n

• B = {cubos diádicos} en Rn NO es una base de bolas pues no cumplen la
segunda condición.

• Sea (Σ, ρ, µ) un espacio de tipo homogéneo y consideremos B = {bolas}.
Si B cumple condición de densidad entonces B es una base de bolas.
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Si B cumple condición de densidad entonces B es una base de bolas.
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Introducimos la siguiente notación

bfcB,r := sup
B′∈B:B′⊃B

〈f〉B′,r, donde 〈f〉B,r :=

( 
B

|f |r
) 1
r

Consideremos operadores T m-sublineales, esto es

|T (f1, . . . , λfi, . . . , fm)| = |λ||T (f1, . . . , fi, . . . , fm)|,
|T (f1, . . . , fi + gi, . . . , fm)| ≤ |T (f1, . . . , fi, . . . , fm)|+ |T (f1, . . . , gi, . . . , fm)|.
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Maximal multilineal de Hardy-Littlewood:
Dado 1 ≤ r <∞

MB,r(~f)(x) := sup
B∈B:x∈B

m∏
i=1

〈fi〉B,r

Se cumple que:

• Para cada B0 ∈ B tal que B∗0 ( Σ, existe B ∈ B tal que B ) B0 y

|MB,r(~fχB∗)(x)−MB,r(~fχB∗0 )(x)| ≤
m∏
i=1

〈fi〉B∗,r

• Para toda B ∈ B tenemos que

|
(
MB,r(~f)−MB,r(~f1B∗)

)
(x)−

(
MB,r(~f)−MB,r(~f1B∗)

)
(x′)|

.
m∏
i=1

bficB,r.
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Operadores ω-Calderón-Zygmund:
Sea (Σ, ρ, µ) un espacio de tipo homogéneo.
Sea Bρ la familia de todas las bolas en el espacio métrico (Σ, ρ) tal que
cumple una condición de densidad.

Sea ω : [0,∞)→ [0,∞) tal que

‖ω‖Dini =

� 1

0

ω(t)
dt

t
<∞

Una función K : Σm+1 \ {x = y1 = · · · = ym} → C se dice núcleo de
ω-Calderón-Zygmund m-lineal si

|K(x, ~y)| ≤ CK
(
∑m
i=1 µ(B(x, ρ(x, yi))))m

|K(x, ~y)−K(x′, ~y)| ≤ CK
(
∑m
i=1 µ(B(x, ρ(x, yi))))m

ω

(
ρ(x, x′)

max1≤i≤m ρ(x, yi)

)
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Consideremos los operadores ω-Calderón-Zygmund

T (~f)(x) =

�
Σm\{x=y1=···=ym}

K(x, ~y)f1(y1) · · · fm(ym) dµ(~y),

para cada x ∈ ∩mi=1supp(fi).
Supongo T acotado de Lq1 × · · · × Lqm en Lq, con 1

q =
∑m
i=1

1
qi

y qi ∈ (1,∞).

Luego

• Para cada B0 ∈ B tal que B∗0 ( Σ, existe B ∈ B tal que B ) B0 y

|TB,r(~fχB∗)(x)− TB,r(~fχB∗0 )(x)| . CK

m∏
i=1

〈fi〉B∗,1

• Para toda B ∈ B tenemos que
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Un operador T es un operador multilineal con oscilación acotada con respecto
a B y r ∈ [1,∞) si para toda ~f ∈ Lr(Σ, µ)m

(T1) Para cada B0 ∈ B con B∗0 ( Σ, existe B ∈ B con B ) B0 tal que

sup
x∈B0

|T (~f1B∗)(x)− T (~f1B∗0 )(x)| ≤ C1(T )
m∏
i=1

〈fi〉B∗,r.

(T2) Para cada B ∈ B,

sup
x,x′∈B

|
(
T (~f)− T (~f1B∗)

)
(x)−

(
T (~f)− T (~f1B∗)

)
(x′)|

≤ C2(T )

m∏
i=1

bficB,r.
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Ibañez Firnkorn, Gonzalo 8 / 18



Otros ejemplos:

• Operadores multiplicadores de Fourier

• Operadores maximales de una familia de operadores

• Conmutadores de Calderón

• Operadores multilineales con condición de Hörmander
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Dado b = (b1, b2, . . . , bm), con cada bi una función medible y k ∈ N,

[T,b]kei(
~f)(x) = T (f1, . . . , (bi(x)− bi)kfi, . . . , fm)(x)

y sea α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm0

[T,b]α(~f)(x) = [· · · , [[T,b]α1e1 ,b]α2e2 ], . . . ,b]αmem(~f)(x)

=

�
Σm

m∏
i=1

(bi(x)− bi(yi))αiK(x, ~y)
m∏
j=1

fj(yj)dµ(~y).

donde K es el núcleo de T .
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Una colección S ⊂ B se dice η-sparse, η ∈ (0, 1), si para cualquier B ∈ S
existe EB ⊂ B tales que µ(EB) ≥ ηµ(B) y {EB}B∈S son disjuntos dos a dos.

Dados S una familia sparse y r ∈ [1,∞) definimos

AS,r(~f)(x) =
∑
B∈S
〈f1〉B,r · · · 〈fm〉B,rχB(x)

Sean dos subconjuntos disjuntos τ1, τ2 ⊂ {1, 2, . . . ,m}, definimos

Ab,τ1,τ2
S1,r (~f)(x) =

∑
B∈S

(∏
i∈τ1

|bi(x)− bi,B |〈fi〉B,r

)∏
j∈τ2

〈(bj(x)− bj,B)fj〉B,r


×

 ∏
k 6∈τ1∪τ2

〈fk〉B,r

χB(x)
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Resultado principal

Sean b = (b1, b2, . . . , bm) con cada bi medible, α ∈ {0, 1}m.
Sea T es un operador multilineal con oscilación acotada con respecto a B y
r ∈ [1,∞] tal que T es acotado de Lr × · · · × Lr en L

r
m ,∞,

Teorema

Luego para toda B ∈ B y fi ∈ Lr con ‖fi‖Lr(B) ≥ 2−
1
r ‖fi‖Lr(Σ), i = 1, . . . ,m,

existen dos familias sparse S1,S2 ⊂ B talque que p.p.x ∈ B,

|T (~f)(x)| . AS1,r(~f)(x) +AS2,r(~f)(x)

|[T,b]α(~f)(x)| .
∑

τ1∪τ2=τ

Ab,τ1,τ2
S1,r (~f)(x) +Ab,τ1,τ2

S2,r (~f)(x)

donde τ = τ(α) = {i : αi 6= 0}
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Consideremos las siguiente familias de pesos.
Sea ~w = (w1, . . . , wm). Se dice ~w ∈ A~p,B, 1 ≤ p1, . . . , pm <∞ si

[~w]A~p,B := sup
B∈B

(  
B

w dµ

) 1
p
m∏
i=1

(  
B

w
1−p′i
i dµ

) 1
p′
i
<∞,

donde w =
∏m
i=1 w

p
pi y 1

p =
∑m
i=1

1
pi

.

Si m = 1, pi = p, tenemos las clases Ap,B y A∞,B = ∪p≥1Ap,B.
Las clase Reverse Hölder RHs,B con s > 1

[w]RHs,B := sup
B∈B

(  
B

ws dµ

) 1
s
(  

B

w dµ

)−1

<∞.
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Corolarios

• Decaimiento exponencial:

Existe γ > 0 tal que para toda B ∈ B y fi ∈ L∞c con supp(fi) ⊂ B,
1 ≤ i ≤ m,

µ({x ∈ B : |T (~f)(x)| > tMB,r(~f)(x)}) . e−γtµ(B),

para todo t > 0.
Si A∞,B cumple una propiedad de reverse-Hölder sharp, entonces

µ({x ∈ B : |[T,b]α(~f)(x)| > tMB,r( ~f∗)(x)}) . e−( γt
‖b‖ )

1
|τ|+1

µ(B),

para todo t > 0, donde ‖b‖τ =
∏
i∈τ ‖bi‖OscexpL y f∗i = M

brc
B (|fi|r)

1
r .
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• Desigualdades mixtas:

Supongamos que A1,B ⊂ ∪s>1RHs,B. Si w ∈ A1,B y v
r
m ∈ A∞,B

entonces ∥∥∥∥∥T (~f)

v

∥∥∥∥∥
L
r
m
,∞(wv

r
m )

.

∥∥∥∥∥MB,r(~f)

v

∥∥∥∥∥
L
r
m
,∞(wv

r
m )

.
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• Desigualdad de tipo fuerte:

Para todo ~p = (p1, . . . , pm) con r < p1, . . . , pm <∞ y ~w ∈ A ~p
r ,B

‖T‖Lp1 (w1)×···×Lpm (wm)→Lp(w) . CTN~p,~w[w]
max1≤i≤m{p,(

pi
r )
′}

A ~p
r

donde 1
p =

∑m
i=1

1
pi

y w =
∏m
i=1 w

p
pi
i .

Si A∞,B cumple una propiedad de reverse-Hölder sharp, entonces

‖T‖Lp1 (w1)×···×Lpm (wm)→Lp(w) .CTN1,~p,~w

∑
τ2⊂τ

N2,~p,~w‖b‖τ

[w]
(|τ |+1) max1≤i≤m{p,(

pi
r )
′}

A ~p
r
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Si la base de bolas B cumple la condición de Besicovitch, esto es que si para
cualquier colección B′ ⊂ B existe una subcolección B′′ ⊂ B′ tal que⋃

B∈B′

B =
⋃

B∈B′′

B y
∑
B⊂B′′

χB(x) ≤ N, x ∈ Σ
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GRACIAS!!
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